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Antecedentes: El uso de mecanismos conducidos por red tendonal se justifica por la enorme ventaja que significa la
posibilidad de liberar al manipulador del peso extra que significan los motores y reductores en las articulaciones. Es por
ello que son muy utilizados en pequefios robots o partes de ellos (e.g. dedos, manos) ya que reducen significativamente
el peso de los eslabones. Si a esto se le agrega ademads el disefio de eslabones cada vez mds delgados y livianos, y altas
velocidades de trabajo, apareceran como consecuencia efectos indeseables como vibraciones mecanicas. Para disefiar el
control de estos manipuladores es necesario tener en cuenta, entre otros aspectos, la elasticidad de los cables (tendones).
En [1] se mencionan algunas dificultades de los controladores tradicionales para este tipo de manipuladores. El presente
trabajo se desarrolla como parte del proyecto de investigacion llevado adelante por el GETeC (Grupo de Estudio en
Tecnologias de Control), y se pretende corregir y ampliar los conceptos vertidos en un anterior trabajo [2]. El Objetivo
principal es desarrollar un modelo matematico de un brazo de dos articulaciones, conducido mediante una red tendonal
y con parametros de disefio generales, que permita obtener datos para la construccién de un prototipo. Posteriormente,
mediante la modificacion de parametros y el estudio de los efectos de esos cambios, se desarrollard un modelo con
comportamiento de estructura flexible para su posterior construccion.

Materiales y Métodos: Para desarrollar el modelo buscado, se deben encontrar ecuaciones que vinculen las variables
(dependientes) posicion y esfuerzos en las articulaciones en funcidén del tiempo (variable independiente) para, de esta
manera, poder predecir los esfuerzos a controlar y dimensionar los elementos de control y accionamiento del brazo. Con
esto se pretende un modelo lo mas realista posible, pero a su vez con un alto grado de flexibilidad en sus pardmetros, lo
que permitird seleccionar los elementos adecuados para la posterior construccion.

Para el desarrollo del modelo se plantean las siguientes hipotesis simplificativas:

-Las masas de cada brazo se encuentran concentradas en los extremos de estos. En otras publicaciones, como por
ejemplo [3] y [4] se trabaja con las masas concentradas en los centros de masa de cada brazo, pero en nuestro caso, la
mayor concentracion de masa se produce, efectivamente, en las articulaciones, como se indica en la figura 1. No
obstante, cualquiera de estas dos hipdtesis inducen a un error, que si bien puede llegar a tener algin efecto no
contemplado en el comportamiento del prototipo real, es tolerable por la mayor dificultad matematica a la que se
enfrenta al tratar con parametros distribuidos. De todas maneras lo que se realiza es introducir en el modelo final
factores de correccion para contemplarlo.

-Movimiento plano. No se consideran aqui las rotaciones que podrian producirse en el origen de coordenadas, ya que no
existe una tercera articulacion ubicada en ese punto.

-Estructura rigida. No se consideran deformaciones de los brazos, ya que escapa al objetivo inicial de este trabajo.
-Movimiento sin friccion. No se considera friccion en las articulaciones ni en los mecanismos de accionamiento.

Planteamiento del modelo: Las ecuaciones dindmicas de un robot se pueden obtener partiendo de las ecuaciones del
movimiento de Newton, sin embargo, cuando se aumenta el numero de articulaciones aumentan notablemente las
complicaciones. El método de Lagrange es, en estos casos mas adecuado, y lo constituyen las denominadas Ecuaciones
de Movimiento de Lagrange.
Planteo de las ecuaciones para obtener el Lagrangiano.
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Para obtener el modelo, se plantea: % aL. _aa_L =7,y % 6L. _aa_L =1,
a¢l ¢1 a¢2 (02

Operando y ordenando se obtiene el modelo del brazo:

{M“ M, ;0.1 N Crio, C12(¢1+¢Zj ¢;1 . N| |7
M21 M22 - ° . NZ -
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En esta expresion, se llamo:
My, = (my +my) )2 +myL3 + 2myL, Ly cos @y 5 Myy = My, = myl3 +myLLycosp, 5 My, =m,I3
C=m,LL,sing, = C;;,=-C ; C,==C ; C;;=C ; C,), =0
N, = (my +my gLy cos g +mygL, cos(py +p,) 5 Ny = mygL, cos(py + ,)
7, Yy 7, sonlos Torques aplicados directamente en las articulaciones.

Esquema de Poleas y Tendones: Los Torques seran calculados como funciones del recorrido, de la elasticidad y de la
extension de los Zendones.
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Figura 1: Esquema de manipulador con dos articulaciones conducido por red tendonal

Con esta configuracion, la dinamica del modelo tiene la siguiente expresion:
[M(p)] M + {C(«p,w} : M + {N(cw)} +[P-K(h(p)=n(0))]=[P-K -e]

Con la nomenclatura indicada en esta figura, planteamos:

Funciones del Recorrido de los tendones (o extension debida a los mecanismos):
h=L+Ryp—Ryp, 5 hy =L, -Ry ¢y 3

hy =Ly +Ry ¢ 5 hy =Ly — Ry 0y + Ry, 95

Donde:

L, son las Longitudes Nominales de cada tendén, cuando ¢, =0;
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R;; son los Radios de las poleas del i-ésimo tenddn en la j-ésima articulacion.

Entonces, teniendo en cuenta la figura, podemos adoptar la siguiente nomenclatura:

Li=Ly==Ly; Ly=Ly ==Ly ; Ry =Ry ==Ry ; Ry =Ry =>=Ryyy | Ry =R3; = =Ry

Funciones de 1a Elasticidad de los tendones:

Suponemos que foda la elasticidad del tendén se puede agrupar en un solo elemento eldstico (tipo resorte) de constante
k>0'y se puede construir la Matriz de Rigideces del sistema:

K, 0 0 0
0 K, 0 0
0 0 K; 0
0 0 0 K,

Funciones de la Extension de los tendones (debidas a los actuadores):
En primer lugar, se obtiene la Matriz de Acoplamiento “P”:

T
P:{ah} :{Rm —Ryyy Ry _R141:|

K=

Op Ry, 0 0 Ry
Luego, se obtiene la Nueva Matriz de Acoplamiento “Q":
0=P.K :[ KRy —KyRy KRy - K4R141}
— KRy 0 0 KRy
Hallamos las diferencias en la extension debidas a los mecanismos “h(@)—h(0) "
Ry —Rip
—Ry3 0 P
h(p)—h(0)= :
Ry3, 0 (%)
“Ry Ry

Luego, la Matriz de Rigidez Total “S” se obtiene:
S(p)=P-K-(h(¢)—h(0)) = {R1241(K1 +K,)+ R (K, +K5) _R1421R142(K1 + K4)]{¢’1}
— Ry R, (Kl +K,) R142(K1 +K,) P2
Finalmente, la ecuacion de la dinamica del brazo de dos articulaciones, con tendones elasticos queda de la siguiente
forma:

[M(p)] M + {C(% é)} M + {N(q), &))} +[s]p]=[0] [e]

Donde las e; seran las extensiones producidas por los actuadores, y pueden ser asimiladas a las sefiales de control u;.
Operando, se obtienen las siguientes ecuaciones:

[(ml +m, )L% + mng +2myL, L, cos ¢, ] ¢+ [mng +myLy L, cos ¢, ] Pr— [mleLz sin (/72]' {‘/’1 Pty (‘Pl + @, ﬂ +

+[(m1 +m, )ng cos gy +m, gL, COS((Pl + o, )]+[R1241(K1 +K4)+R2231(K2 +K; )]’401 _[R141R142(K1 +K4)]'¢2 =
= [K1R141]'el _[K2R231]‘ez +[K3R231]-e3 —[K4R141]-e4

L 1] (1] L] 2
mzLé +myLy L, cos p, ] ¢t [mzLé ] Pyt [mleLz sin @, ]‘(/’1 + [ngLz COS(¢’1 + ¢, )]_ [R141R142 (Kl +K, )]‘(/’1 + [R1242 (Kl +K, )]‘(/’2
= _[K1R14z]“31 +[K4R142]-e4
Asignando variables de estado:

X\ =@ X, =0 ; X3=¢, ; X4 =@, ; u; =e; de esta manera, se obtiene: X1 =x, ; X2 =@, ; X3=X; ; X4=0, y
el modelo queda conformado en variables de estado:

U
{MU M12:|‘ X2 +{Cu’% Clz(xz+x4)}'{x2}{N1(xl,x3)}{Sn Sl2:|_|:xlj|:|:Qll On O Q14] U
My, My ;4 Cyix, 0 X4 Ny(xp,x3)] [Sa Sy [X3 Oy 0 0 Oy |us
Uy

Operando con estas ecuaciones, se llega a las siguientes expresiones:
L] .
My X2+ My x4 = Oy + Oty + Qs + Qg —Cpyxyxy = Cpy (X +x4 )xy =Ny (%), X3 )= 813 =853

. .
_ 2 .
My x24 My x4 = Qsgtty +Qogtty = Coy X5 = No (%1, %3)= 85X =855
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En estas expresiones, se definen:

MM =M M,, _Mlzz;

AA = Oy + Qrptty + Qi3 + Oty = Cpyxy Xy = Cry (X +x4 )xg = Ny (X, X3 ) =8, = Sppx5
BB = 0y u; +0su, —C21x22 =Ny (xp,x3) =850 = Spx;

Se despejan las derivadas de x, y x4 , se restan miembro a miembro, y se llega a las expresiones:

. M M . M M
x2 =—2.[44]- =2 .[BB] iy x4 =——1%.[44]+ L .[BB]
MM MM MM MM

Finalmente, el modelo en variables de estado, adopta la siguiente forma:
;Cl 0 1 Y 0 X 0 0
. M8y — M58, M Coxy = My Chxy MpSs5, — My S, _ M5, Cro(xy +x4) ! _ M, M,
X2 | _ MM MM MM MM A2l MM MM
N 0 0 0 1 X, 0 0
)f3 M8 — M,y MpCraxy — My Goxy,  MipS;, — M55, M, Cio(x, +x4) M, M,
X4 MM MM MM MM N MM MM

0 0 0 0
MOy - M0y My, My Qs My 014 — My, 0,4 “

MM MM MM MM | M2

0 0 0 0 1y
MllQZl _M12Q11 _ MIZQIZ _ M12Q13 M11Q24 — M12Q14

MM MM MM MM 4

Conclusiones: En este trabajo se presentaron los pasos y se obtuvo el modelo dinamico de un brazo roboético de dos
articulaciones, comandado por una red tendonal. Este modelo es de utilidad a la hora de calcular los controles que se
aplicaran al brazo, asi al establecer una trayectoria junto con las velocidades y aceleraciones sobre dicha trayectoria, es
posible calcular las coordenadas de maquina y sus derivadas por medio de transformaciones inversas y determinar de
esa forma los pares actuantes requeridos.

Sin embargo esto puede consumir una cantidad de tiempo considerable, para calcular el movimiento entre dos puntos
adyacentes en una trayectoria planeada. El tiempo de computo puede reducirse mediante la simplificacion de las
ecuaciones, por ejemplo ignorando los términos de segundo orden de Coriolis y la reaccion centrifuga, pero estos
modelos aproximados resultan en un rendimiento suboptimo y requieren que se restrinjan las velocidades de los brazos.
La importancia del presente trabajo reside en que la obtencion del modelo se ha detallado en todos sus aspectos, ya que
en la bibliografia sobre el tema, como por ejemplo [3], [4] y [5] solamente se dan modelos generales, y en muchos casos
es dificil deducir la interaccion e influencias de los parametros involucrados. Como el presente trabajo forma parte de
un Proyecto atin mayor, este primer paso es imprescindible para poder construir un prototipo.
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